
４．周波数解析の方法

4.1  フーリエ変換 （振幅特性と模様の細かさ）

4.2  フーリエ変換 （位相特性と模様の位置）

4.3  フィルタの周波数特性

4.4 フーリエ変換の数理
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【問】N=2 と N=4を行列で表現せよ
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【解説】 N=4 の場合
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【問】逆変換を行列で表現せよ
（N=2 と N=4の場合）
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【解説】 N=2 の場合

)1(
)0(

11
11

)1(
)0(

)1(
)0(

1
2

0
2

0
2

0
2

x
x

x
x

WW
WW

X
X順変換は，

)1(
)0(

11
11

)1(
)0(

)1(ˆ
)0(ˆ

1
2

0
2

0
2

0
2

X
X

X
X

WW
WW

x
x逆変換は，

)1(ˆ
)0(ˆ

ˆ,
)1(
)0(

,
)1(
)0(

x
x

X
X

x
x

xXx
ここで，

とおくと，

backward

forward

,ˆ
,

1 XHx
xHX

orthogonal

THH 1

【解説】 N=4 の場合

順変換は，
逆変換は，

但し，

このときも，

backward

forward

,ˆ
,

1 XHx
xHX

orthogonal

THH 1

jj

jj

11
1111

11
1111

H

が成り立つ。



４．周波数解析の方法

4.1  フーリエ変換 （振幅特性と模様の細かさ）

4.2  フーリエ変換 （位相特性と模様の位置）

4.3  フィルタの周波数特性

4.4 フーリエ変換の数理

-0.5

0

0.5

位
相

特
性

 ∠
 F

(k
) 

2

-5 0 5
k (周波数)

4.1  フーリエ変換、 模様なし

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

画
素

値
 x

(n
)

5 10 15
n (画素の位置)

0

0.5

1

1.5

振
幅

特
性

 |
F
(k

)|

-5 0 5
k (周波数)

振幅特性信号の波形 位相特性

ﾌｰﾘｴ
変換

ﾌｰﾘｴ
変換

ω2

ω1

ω2

ω1

断面



-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

画
素

値
 x

(n
)

5 10 15
n (画素の位置)

0

0.5

1

1.5
振

幅
特

性
 |
F
(k

)|

-5 0 5
k (周波数)
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4.1  フーリエ変換 横方向の濃淡変化

振幅特性信号の波形 位相特性

-0.5

0

0.5

位
相

特
性

 ∠
 F

(k
) 

2

-5 0 5
k (周波数)

ﾌｰﾘｴ
変換

ﾌｰﾘｴ
変換

ω2

ω1

ω2

ω1



-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

画
素

値
 x

(n
)

5 10 15
n (画素の位置)

0

0.5

1

1.5
振

幅
特

性
 |
F
(k

)|

-5 0 5
k (周波数)

4.1  フーリエ変換、 縦縞の模様

振幅特性信号の波形 位相特性

-0.5

0

0.5

位
相

特
性

 ∠
 F

(k
) 

2

-5 0 5
k (周波数)

ﾌｰﾘｴ
変換

ﾌｰﾘｴ
変換

ω2

ω1

ω2

ω1

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

画
素

値
 x

(n
)

5 10 15
n (画素の位置)

0

0.5

1

1.5

振
幅

特
性

 |
F
(k

)|

-5 0 5
k (周波数)

4.1  フーリエ変換、細かい縞模様
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振幅特性信号の波形 位相特性

-0.5

0

0.5

位
相

特
性

 ∠
 F

(k
) 

2

-5 0 5
k (周波数)

ﾌｰﾘｴ
変換

ﾌｰﾘｴ
変換

ω2

ω1

ω2

ω1

-0.5

0

0.5

位
相

特
性

 ∠
 F

(k
) 

2

-5 0 5
k (周波数)

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

画
素

値
 x

(n
)

5 10 15
n (画素の位置)

0

0.5

1

1.5

振
幅

特
性

 |
F
(k

)|

-5 0 5
k (周波数)

4.1  フーリエ変換、 横縞の模様

振幅特性信号の波形

ﾌｰﾘｴ
変換

位相特性

断面

ﾌｰﾘｴ
変換

ω2

ω1

ω2

ω1



0

0.5

1

1.5
振

幅
特

性
 |
F
(k

)|

-5 0 5
k (周波数)

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

画
素

値
 x

(n
)

5 10 15
n (画素の位置)

4.1  フーリエ変換、縦横の模様

振幅特性信号の波形 位相特性

-0.5

0

0.5

位
相

特
性

 ∠
 F

(k
) 

2

-5 0 5
k (周波数)

ﾌｰﾘｴ
変換

ﾌｰﾘｴ
変換

ω2

ω1

ω2

ω1

振幅特性と模様の細かさ（まとめ）

振幅特性信号の波形
ﾌｰﾘｴ
変換



A B C D

ア イ ウ エ

４．周波数解析の方法

4.1  フーリエ変換 （振幅特性と模様の細かさ）

4.2  フーリエ変換 （位相特性と模様の位置）

4.3  フィルタの周波数特性

4.4 フーリエ変換の数理



-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

画
素

値
 x

(n
)

5 10 15
n (画素の位置)

0

0.5

1

1.5
振

幅
特

性
 |
F
(k

)|

-5 0 5
k (周波数)

4.2  フーリエ変換、（シフトする前）
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ﾌｰﾘｴ
変換

４．周波数解析の方法

4.1  フーリエ変換 （振幅特性と模様の細かさ）

4.2  フーリエ変換 （位相特性と模様の位置）

4.3  フィルタの周波数特性（入力画像の周波数特性）

4.4 フーリエ変換の数理





x =imread('image.jpg'); % 画像を読み込む
x =double(x)/255;       % 画素値を 0～1 に正規化
y =fft2(x);             % 2次元のフーリエ変換
y =abs(y);              % 周波数振幅特性
y =y./max(y(:));        % 最大を 1 に正規化
y =20*log10(y);         % 対数で表示
Ep=-80; y(y<Ep)=Ep;     % 最大0、最小-80 [dB]
y =(Ep-y)/Ep;           % 最大1、最小0に正規化

y =fftshift(y);
imshow( [x y],'Border','tight');% 結果を表示

MATLAB program



４．周波数解析の方法

4.1  フーリエ変換 （振幅特性と模様の細かさ）

4.2  フーリエ変換 （位相特性と模様の位置）

4.3  フィルタの周波数特性（ FFTによるﾌｨﾙﾀ処理）

4.4 フーリエ変換の数理
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FFT

振幅特性信号波形

FFT によるノイズの除去

ノイズ
の原因

０
にした



画像の縮小とエイリアシング

赤と緑の重なりがエイリアシング
→ フィルタで除去してから縮小する

画素を2:1に間引いて
画像を縮小

※複素数としての和

フーリエ

変換
エ

イ
リ

ア
シ

ン
グ

の
も

と
→

  フ
ィ

ル
タ

で
除

去

周波数特性 （縦と横に周期的に並んでいる）

画像の拡大とイメージング

赤と緑が重なったら 元に戻らない

※複素数としての和

フーリエ

変換

画素の間に零を入れて拡大した後

フィルタでイメージングを取り除く

フィルタでイメージングを取り除いた



画像の拡大とイメージング

画素の間に零を入れて

拡大した画像

フィルタでイメージングを取り除いた

補足

イ
メ

ー
ジ

ン
グ

= . . 1

４．周波数解析の方法

4.1  フーリエ変換 （振幅特性と模様の細かさ）

4.2  フーリエ変換 （位相特性と模様の位置）

4.3  フィルタの周波数特性（畳み込みによるﾌｨﾙﾀ処理）

4.4 フーリエ変換の数理
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(Prewitt filter)
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= − + − 1 ﾌｰﾘｴ
変換

-1

振幅特性信号波形

×＊畳み込み

＝＝

フィルタの設計

= 1 + 2 − 2 cos
= 0.3

ﾌｨﾙﾀ係数

鮮鋭化の度合い
を α で調整

４．周波数解析の方法

4.1  フーリエ変換 （振幅特性と模様の細かさ）

4.2  フーリエ変換 （位相特性と模様の位置）

4.3  フィルタの周波数特性

4.4 フーリエ変換の数理



「基底が直交する」とは？ 1/2
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スペクトルとは？

前提
信号 ＝ 大きさ0×基底0

＋ 大きさ1×基底1

目的
大きさ0 と 大きさ1 を知る

性質
基底0 と 基底1 は 直交する

周波数
成分

直交基底の性質

記号 (a,b) を、a と b の「積の和」とする

性質
基底0 と 基底1 は 直交する

すなわち

(基底0,基底1)＝0 (基底1,基底0)＝0
なお

(基底0,基底0)≠0 (基底1,基底1)≠0



スペクトルの求め方

信号＝大きさ0・基底0＋大きさ1・基底1

を

(信号,基底0) と (信号,基底1)

に代入すると

大きさ0 と 大きさ1

が求まる

スペクトルを計算する
(信号,基底0)

=((大きさ0・基底0＋大きさ1・基底1),基底0)

=大きさ0・(基底0,基底0) +大きさ1・(基底1,基底0)

=大きさ0・(基底0,基底0)

∴ 大きさ0 = (信号,基底0)÷(基底0,基底0)

線形性

内積

直交する



スペクトルの大きさ（まとめ）

前提
信号 = 大きさ0・基底0

+ 大きさ1・基底1
結論

大きさ0 = (信号,基底0)÷(基底0,基底0)

大きさ1 = (信号,基底1)÷(基底1,基底1)

性質
(基底0,基底1) = (基底1,基底0) = 0

内積 直交

信号 = Σ 大きさ・基底 ÷N

大きさ = (信号,基底) ←内積

離散フーリエ変換（DFT） FFTと結果は同じ

( ) = 1  = 0,1,⋯ , − 1
 = /

=      = 0,1,⋯ , − 1
 = /



離散時間・フーリエ級数展開

離散時間・フーリエ変換

DFT

ｚ変換

連続時間・フーリエ変換

連続時間・フーリエ級数展開
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